Spazi vettoriali 30-10-2002 16:15

Spazi vettoriali

Esercizio 1 Determinare sei seguenti sottoinsiemi sonosottospazi di°® R3.

A={(z,y,2) €R® : =2} :
B={(z,y,2) ER® : 2 =2+1} -
C ={(z,y,2) € R® : z=2%) .
D = {(z,y,2) € R* : (2,9,2) = (y,,7)} °
E ={(z,9,2) € R® : 22 +3* + 2% =0} °
F={(z,9,2) €R® : 2 —2"=0e z+2 =0} :

Dimostrazione. L’indeme A  cotituito dai vettori® (z,9,2) € R tdichex = z.Poich® A I'indeme

dele soluzioni di unaequazionelineare omogenea, A un sottospazio di’ R

Verifichiamo direttamenteche” A un sottospazio di° 22 .
Abbiamo:’

A={(z,y,2) € R® : z=z}={(a,b,a) : a,b€ R}.

Lasommadi duevettori di°. 4 ancoraunvettorein® A, infatti:®

(a,ba)+ (¢, d,c)=(a+ec,b+d,a+c)€ A VY(a,b,a), (¢, d,c) € A,

Il prodotto di un vettoredi® A per uno scalare ancoraun vettoredi® A , infatti:’
Ma, b,a) = (Aa,Ab, Aa) € A V(a,b,a) € A, VX € R.

|l sottoinsieme’
B={(z,y,2) €R® : c=2+1}

I'inseme delle soluzioni di unaeguazione lineare non omogenea e pertanto non  un sottospazio. di° R @
facile anche verificare che, per esempio, il vettore nullo non appartienea’ B .

9
Il sottoinseme C' di* B3 costituito dai vettori dellaforma (& 2% @) 4 variaedia €6 i’ R. Dati due
— 2 —
vettori di°C VL = (a* b,a) V2 = (Cﬂ,d,ﬂﬂ)’ il vettore somma’
v tv=("+cb+datc) ingenerdenon uneementodi® C' . Infati®

2 2
a’ +c* # (a+c) s’ ¢ € ¢ sono entrambi non nulli. Ne segueche’ C' non  chiuso rispetto alasomma
edunquenon un sottospazio.

Il sottoinseme’ I codtituito dai vettori di° /2 che sono soluzioni del sigtemalineare omogeneo’
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pertanto un sottospazio di° /22 . 1 suoi dementi sonoi vettori dellaforma’ (@,,8) 4yaigedia it R.
Il sottoindeme’ ¥ codtituito dal solo vettore nullo, infatti I’ equazione

2 2 — — — —
r°t+y + 2 =0 soddisfatta solo per® T=y=z2= 0 Nesegueche’ E' il sottospazio banaedi’
R}

Infineil sottoinseme’ F' costituito dai vettori® (z,9,2) di° B2 tdi che’

22-22=0 e z42=0,

ovvero dai vettori di° R® tai che’
4+ z=10.

Un generico vettore di° F' s scrive dloracome” (a,b, —a) per certia €°b in” R. S verificafacilmente che’

F' chiuso rispetto allasommae a prodotto per uno scalare. Infatti:’
(a,b,—a) + (¢,d,—¢c)=(a+e¢c,b+d,—(a+c)) € F

Ma, b, —a) = (Aa, Ab, —\a) Y(a,b,—a),(c,d,—c) € F,Y\ € R.

Esercizio 2 Determinare una base del sottospaziodi® R formeato dalle soluzioni dell’ equazione’
T—2y+2z2=10
Dimostrazione. Le soluzioni dell’ equazione sono tuiti e soli i vettori di° B> dellaformd’(zy - 22,9, 2) a

vaiaed’¥ €z in R. Ora

(2y — 2z,y,2) = (29,9,0) + (—22,0, 2) °
° = y(2: 1: U) + 3(—2,0, 1): °

scch I’ins'eme°B = {'[2:' 1:0): (_2:0:- 1)} generail sottospazio. Poich i vettori di* B sono linearmente

indipendenti I'inseme B una base del sottospazio.
Esercizio3° Sia W il sottoinsemed® R definito come’
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W ={(z,y,2) € R’ : (z,9,2) =(2,9,2)}.

1. Provareche W un sottospazio di® R .
2. Cdcolareladimensoned W edeterminare unasuabase’ BB.

3. Provarecheil vettore’ W = {3= 2:3) appartienea W e determinare |e sue coordinate rispetto ala
base’ B.

Dimostrazione. Il sottoinsgeme’ W cotituito dalle soluzioni ddll’ equazione®
z—2=10

pertanto un sottospazio di° K2 . Inoltre possiamo sorivere”®
W = {(a,b,a) : a,b€ R}

Un generico vettoredi° W combinazione lineare dei vettori® U1 = (1,0,1) gv2 =(0,1,0) poich :°
(a,b, a) = avy + bus.

| vettori° Y1 € Y2 sono lineermenteindipendenti cos rinseme B = {v1, %2} ynabasedc W erisltar

dim(W) =2,

Infineil vettore W = (3,2,3) appartienea” W perch laprimae laterza componente coincidono. Le sue

coordinate rispetto allabase ordinata’ I3 sono rispettivamente’ 2 € 3

31.'-'1 -+ 2112 = .
Esercizio4” Sa
S = {ﬂlzﬂﬂ:' .- :ﬂﬂ-}

un sottoingeme di vettori linermente indipendenti in uno spazio vettoride rede€” V. Provare che anche’
Sr = {21‘11:! 21‘125 SR 21”1’1}

un sottoingeme di vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Per provare chei vettori di° S " sono linearmente indli pendenti supponiamo di avere una
combinazione lineare uguade d vettore nullo e proviamo che dlorai coefficienti dellacombinazione devono
esseretutti nulli.

Supponiamo dunque di avere:
a1 (2v1) + aa(2v9) + - -+ + an(2v,) = 0. °
Questoimplicachesa

(2a1)v + (2a2)ve + -+ + (2a,)v, = 0. .
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L’ ultimaequazione unacombinazione lineare dei vettori di* S uguaed vettorenullo. Poich® $  un
sottoingemedi vettori linearmente indipendenti, i coefficienti della.combinazione devono esseretutti nulli,
ovvero deve essere:”

e dunque’

Abbiamo cos mostrato che’
a1 (2v)) + aa(2v) + -+ @ (2v,) =0 = ;=0, i=1...n,

owvero chel’ unicacombinazione lineare dei vettori di' S’ uguded vettorenullo quelai cui coefficienti Sano
tutti nulli.

Esercizio 5 Dati i vettori di' B

o v =(4,19,7,-1) o
o wp =1(0,2,4,—4) °
- vz =1(0,3,1,1) .
- vy =(1,1,3,-5) °

sa V' il sottospazio®

V= Spﬂﬂ {tjl: Vg, U3, ui}'

Determinareunabasedi’ V.
Dimostrazione. Ladimensonedi’ V' uguaea rango ddlamatrice’
4 0 0 1
19 2 3 1
A=|97 4 1 3
-1 —4 1 -5
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Una possibile riduzione per righe dellamatrice’ laseguente:

4 0 0 1 -1 —4 1 =5 -1 —4 1 =5
19 2 3 1 4 0 0 1 0 —16 4 -19
7 4 1 317119 2 3 1|70 —-714 2 —04|"
-1 -4 1 =5 7 4 1 3 0 —24 8 -—32
-1 —4 1 =5 -1 -4 1 =5
0 —-16 4 -—19 0 —-16 4 -19
1o o0 56 -9 7|0 0 56 —98
0 0 32 —56 0 0 0 0

Ladimensonedi’ V' ugudea’ 3 . Inoltrei vettori® Y1 ° V2 U3 costituiscono unabase per® V' . Per
dimostrare’ ultima affermazione basta osservare che, ddlariduzionefatta sopra, segue che lamatrice

4 0 0
19 2 3
7T 4 1
-1 -4 1

harango’ 3. Un' dtra scelta possibile per unabasedi' V' ° {vi, va, v}
Esercizio 6 Sia S il sottoinsemedi® R?
S ={(1,1,0), (0,1,1)}.

Determinarei vaori del parametro reale’ 4 peri quali’
(1,1,¢) € Span S.

Dimostrazione. S trattadi trovarei vaori del parametro’ 4 per i qudi il Ssema’

1 0 1
z| 1]l 4+y|1]=1|1
0 1 q
hasoluzione.
|| dtemad riscrive’
rz=1 T =
z+y=1 OVVETo 7 =
y=9q I =4dq,

ed hasoluzioneseesolosed = 0.
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K]

Esercizio 7°° Siano dati i vettori di°
1 -2 1 3
th = 2 , Ug = k -2 , U3 = 2 , U= 3]

-1 k+4 k—2 k—1

1. Determinare, a variare del parametro reale’ k , ladimensione e unabase del sottospazio’ V' generato
da’ V1, V2 Vs,

2. Determinare per quali valori del parametro real€’ & il vettore’ ¥4 gppartienea’ V' e, inta caso, scrivere’

U4 come combinazione lineare degli elementi di unabasedi’ V.

Dimostrazione. Per determinareladimensionedi’ V' verifichiamo sei vettori®° V1 ° Y2 ¢ ¥3 sono linearmente

indipendenti. S trattadloradi determinarele soluzioni del sistema omogeneo’
v +yva + 2u3 = 0.

Lamatricedd coefficienti dd Sgtema :°

1 -2 1
2 k-2 2 \
-1 k44 k-2
che, ridottaagradino, diventa’®
1 -2 1 1 -2 1 1 =2 1
2 k-2 2 ~ |0 k+2 0 ~ 0 k42 0
-1 k44 k-2 0 kE+2 k-1 0 0 k-1

perk # —2,1 sstemaammette solo la soluzione bande dunquei vettori® Y1: Y2 € U3 sono linearmente

k£ =21

indlipendenti. Questo significa che per ladimensonedi’V' 3 (owerc’V = R? )eunasua

base ° B= {vlzﬂﬂ: 1“3}.
se® = =2 ¢k = 1 invecei vettori V1 V2 &3 sono linearmente dipendenti dunaue ladimensione di’
V' minored® 3.

Park = —2 gphiamo”

v=(1,2,-1), v2=(=2-4,2), vs=(12, —4).
| vettori° U1 € U3 sono linearmenteindipendenti perch non sono proporziondi sicch  ladimensionedi’ V' °
2 eunasuabase , per esempio,’ B = {vi,v3} . Un'dtrasceltapossibile per unabasedi' V' I'inseme®
B = {v2,v3} mentrei vettori V1 & V2 non costituiscono unabase di° V perch sono dipendenti
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(proporziondi).

Infineper”k = 1 abbiamc’

v =(1,2,-1), wv,=(-2-15), wv;=(1,2—1).
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Di nuovoi vettori® Y1 € Y2 sono linearmenteindipendenti, ladimensionedi’ V' ° 2 eunasuabase °

B ={’U1,‘Uﬂ}.

Determiniamo orai valori del parametro redle’ & per i quali il vettore® ¥4 combinazionelineare dei primi tre.

PaF # =21 gyiamovisoche V coinddecon’ R & 191 ¥2, s} yrabasedic BP. Alloraper”

k 7& -2,1 il vettore’ ¥4 dcuramente combinazionelinearedi® ¥1: U2, U3 | Per determinarei coefficienti

ddlacombinazionelinearerisolviamo il Sstema’

T + Yyvs + 2U3 = V4.

Lamatrice completaassociataa sisema
1 -2 1 3
2 k-2 2 5 |,
-1 k+4 k-2 k-1

che, ridottaagradino, diventa:

1 -2 1 3 1 -2 1 3
-1 2 k-2 2 o ~ 10 k+2 0 -1
-1 k+4 k=2 k-1 0 k+2 k=1 k+2

1 -2 1 3
-0 k+2 0 -1
0 0 k-1 k+1

Per°k #—2,1 abbiamo unaunicasoluzione’

K +k—-1 1

TR kv YT TRre

ok = =2

T +Yvg = V.
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Lamatricedd ssema :°

1 1 3
2 2 5
-1 -4 -3
che, ridottaa gradino diventa’
1 1 3
0 0 -1
0 -3 0
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Segue cheil Sistema non hasoluzioni ovvero® U4 non  combinazione degli ementi di unabasedi® V' ovwverc®

U4 non appartiened V.

Per'k = 1 consderiamolabase’ 191> ¥2} erigolviamoil sgemd’

T +Yvo = V.
Lamatricedd sstema :°
1 -2 3
2 -1 5
-1 5 0
che, ridottaa gradino diventa’
1 -2 3
0 3 -1
0 0 4

Come nel caso precedente s conclude che’ ¥4 non appartienea’ V' .

Esercizio 8 Determinarei vaori del parametro 4 per cui lasommadei sottospazi di° R *
W= {{(1:‘ 2, I[]):| {Q: 1:1)}} e U= {(xgxg —-T) | T e R}

unasommadiretta.
Dimostrazione. Lasommadei sottospazi’ W €U/ direttase e solo s&”

W NnU ={(0,0,0)}.

Supponiamo esstaun vettore’ v in W N U, sar dlora®
v=(a+bg,2a+bb) e v=(cc —c).

percerti‘a,’b ¢ in K.

Alloradeve anche essere’”’
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a+bg=c a=c
2a+b=c OVVero b=—c
b= —¢ ge = 0.

se'? 7 0 yroviamo che’ v deve essereil vettore nullo, mentrese’ @ = 0 ogni vettore dellaforma’
(e,¢,=¢) ndlintersezione
Riassumendolasommadic W el direttaseesolose” ¢ = 0.

Esercizio 9°° Provarechesé B,” B’ sono basi di due sottospazi° W e W' di° R® tdi che’
WAW ={0} dioagBUB' basedc W EW',

Dimostrazione. Indichiamo con°bl="'52=' < bn gli dementi di° B econ’ €15 €2; - - - €m gji dementi di° B’ .

Proviamoche BUB' = {by, by, ... by, €1, €, .. €} generaowr & W'

() _ )
saw unvetoredc W @ W dlorgW = U+ U ot € Wt €W i B unabesed’
W s °

T
u=>Y ab GER,
i=0
e poich® B' unabasedi® W, sar anche®

m
v = Z-ﬂjﬂj ¢j € R.

J=0
Ne segueche:’

T e
w=ut+v= Zu;b,- +Z'ﬂj3j,
i=0 =0
scch° BUB' generafW$wr.

Oraproviamo chei vettori di° B U B" sono linearmente indipendenti. Supponiamo di avere unaloro
combinazione lineare ugude d vettore nullo:’

n m
Z Aibi + Zﬁjﬂj =0, Ai it € R.
i—0 j=0
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Allora’
T m
> o xibi =) (—ujej,
i=0 =

T

dunqueil vettore’ Z Aibi appartieneasiaa W chea W' . Siccomelasomma diretta deve essere’

i=0
n
Z }-.,'b,' = 0.
i=0

D'dtrapate B unabasedi® W, dunque’ Ai=10 per°i =1,...n, Ragionando nello stesso modo per

e
il vettore°Z(_ﬁj)Ej ,strovache 5 =0 pered = 0,...m
j=0
Esercizio 10°° Datele matrici®

1 01 0 1 0 3 3 1 -2 10
A1=(2 1 0)=A2=(4 —1 2)=A3=(—5 1 —2)=A4=(0 1 1)
provare chel’'indeme {Ah Ay, Az, A4} un indeme linearmente indipendente nello spazio delle matrici®

2 X 3 acoefficienti redi.
Dimostrazione. Nello spazio dellematrici° 2 % 3 acoefficienti redi il vettorenullo lamatrice nulla. Per

provare chel’insgeme {AI: Ay, A, A4} un inseme linearmente indipendente, supponiamo di avere una
combinazione lineare dei suoi dementi uguae dlameatrice nulla’

101 0 1 0 3 3 1 -2 1 0\ _ {0 0 0)
M (2 1 0)*‘"‘2(4 -1 2) +A3 (—5 1 —2) ”‘4(0 1 1)‘(0 0 0
Deve dloraessere’

(M 430 —20 =0
Ao+ 3234+ A =10
AL+ A3 =10
2A1+4A2 — DAz =10

A=A t+Az+AL=10
L2A2—2A3+A4 = (.
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Lamatrice associataa sstema :°

(1 0 3 -2y
0o 1 3 1
1 0 1 0
2 4 -5 0|’
1 -1 1 1
\0 2 -2 1)
che, ridottaagradino, diventa:®
(1 03 —2Y
013 1
Do 2 -2
00 0 —46
000 —-10
\0 0 0 —11/

|| sstema ammette una e una sola soluzione, necessariamente banale’

}-.1=}'.g =}l3=}t4 = .

Esercizio 11°° Provare che le seguenti matrici®
10 01 00
0 0)°\1 0J°\0 1
SoONO una base del sottospaziovettori.':iedellematrici°2 X 2 acoefficient redi formato dale matrici

Immetriche.
Dimostrazione. Unamatrice’ 2 X 2 smmetrica ddllaforma®

(ﬁ 2) , a,bceR.

(1 0y (01} (00 o
Lematric \p ). \1 0/ € \0 1) 9eneranoil sottospazio delle matrici smmetriche perch:

(6 o)=e(o ) +( o) <o 1)

Inoltre sono linearmente indipendenti perch I’ uguaglianza®

“(00)+2( o) ++(0 )= (0 )

impicgZ =y =2=0,
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